KOMBINATORYKA
| RACHUNEK ,
PRAWDOPODOBIENSTWA

Andrzej Rowinski

Opracowanie zawiera wyjasnienia poswiecone typowym zadaniom z kombinatoryki i rachunku praw-
dopodobienstwa.
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Kombinatoryka
Silnia

Wzbr:

n'=12-3-4- ..-(n-1)n

=1
o'=1
Przyktad 1:

A=1-2-3 4=24

Przyktad 2:
20! 1.119-20
=\i8 =19-20=380

181 18!

Permutacje

Opis:

Okreslajg ilos¢ sposobow uporzgdkowania elementéw danego zbioru. Rozpoznajemy je po sformu-
towaniach: ,na ile sposobéw mozna uporzadkowac ...”, ,na ile sposobéw mozna poustawiac ...” itp.
Wzér:

P, =n!
Przyktad:

Na ile sposobdw mozna poustawiac 5 zotnierzy w szeregu?
Ps=5!=1-2-3-4-5=120

Odp: Zotnierzy mozna poustawiaé na 120 sposobow.



Kombinacje

Opis:

Okreslajg na ile sposobéw mozna wybraé k elementéw z n elementéw. Stosowane sg w przypadku
gdy kolejnos¢ wyboru (losowania) nie ma znaczenia tzn. gdy elementy sg nierozréznialne. Rozpo-

znajemy je po sformutowaniach: ,na ile sposobéw mozna wybra¢ ... sposrod ...”, ,Wylosowano ...
sposréd ..." itp.
Wzér:

Przyktad:
Na ile sposobéw mozna wybrac 5 - osobowg delegacje spos$rod 8 osob?

(8) 8! 8! 51678 678

685=5— 56

T51-(8-5)! 51-31  5-31 1-2-3

Odp: 5 - osobowg delegacje sposrod 8 oséb mozna wybraé na 56 sposobow.

Wariacje z powtorzeniami

Opis:

Okreslajg na ile sposobdw mozna wybraé k elementdéw z n elementéw. Stosowane sg w przypadku
gdy kolejnos¢ wyboru (losowania) ma znaczenie i element moze zostaé powtdérnie wylosowany.
Rozpoznajemy je po sformutowaniach: ,na ile sposobéw mozna wybrac ... sposrdd ...”, ,wylosowano
ze zwracaniem ... sposrod ...” itp. czyli podobnie jak kombinacje z tym ze kolejnos¢ losowan jest
istotna i dotyczy np. losowania cyfr tworzgcych liczby, poniewaz np. 1355 #3515.

Wzér:

Przyktad:
lle réznych liczb 3 - cyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 1,2,3,4,5?
V;P=5°=125

Odp: Mozna utworzy¢ 125 réznych liczb.



Wariacje bez powtorzen

Opis:

Okreslajg na ile sposobéw mozna wybraé k elementéw z n elementéw. Stosowane sg w przypadku
gdy kolejno$¢ wyboru (losowania) ma znaczenie i element nie moze zostaé powtérnie wylosowany.
Rozpoznajemy je po sformutowaniach: ,na ile sposobéw mozna wybra¢ ... sposrod ...”, ,wylosowano
bez zwracania ... sposrdd ...” itp. czyli podobnie jak kombinacje z tym ze kolejnos¢ losowan jest
istotna i dotyczy np. losowania cyfr tworzgcych liczby o roznych cyfrach.

Wzor:

Przyktad:
lle réznych liczb 3 - cyfrowych o niepowtarzajgcych sie cyfrach mozna utworzy¢ z cyfr 1,2,3,4,5?

5| 51 213.4.5

G-3 20 2 %

Ve =

Odp: Mozna utworzy¢ 60 réznych liczb.



Rachunek prawdopodobienstwa

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Wzbr:

A - zbidr zdarzen sprzyjajgcych A - ilos¢ zdarzen sprzyjajacych

0 - zbiér wszystkich zdarzen Q - ilog¢ wszystkich zdarzeh

P(A) =

Ol >l

Przyktad:

Rzucamy monetg i kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego ze uzyskamy orta i co najmniej
piatke.

Q ={(0,1),(0,2),...,(0,6),(R,1),(R,2),...,(R,6)}

(IZ =12
A ={(0,5),(0,6),(R,5),(R,6)}
A=4

4 1
PR=1"73

1
Odp: Prawdopodobienstwo tego ze uzyskamy orta i co najmniej pigtke wynosi 3



Zdarzenia przeciwne

Wzbr:

P(A’)=1-P(A)

Przyktad:

Prawdopodobienstwo wygrania w pewnej grze wynosi 0,12. Oblicz prawdopodobienstwo tego ze
przegramy.

A -wygrana
A’ - przegrana
P(A’)=1-0,12=0,88

Odp: Prawdopodobiehstwo tego ze przegramy wynosi 0,88.

Prawdopodobienstwo catkowite

Przyktad:

60% wyrobéw pochodzi z zaktadu A i wérdd nich jest 4% wadliwych, zas reszta z zaktadu B i wsrod
nich jest 6% wadliwych. Oblicz prawdopodobienstwo tego ze zakupiony wyréb jest:

a} dobry
b) wadliwy z zaktadu B.

60 START 40
100 100

9% y o4 6
100 100 100 100




Opis:

,Drzewo” pokazuje droge do danego zdarzenia. Poruszajgc sie wzdiuz gatezi mnozymy prawdopo-
dobienstwa (mnozenie zwigzane jest ze spojnikiem i), zas pomiedzy gateziami prawdopodobienstwa
dodajemy (dodawanie zwigzane jest ze spdjnikiem lub).

A - zakupiono wyréb dobry

B - zakupiono wyréb wadliwy z zaktadu B

60 96+4O 94 119

P(A) = . . -
100 100 100 100 125
py=0 6 _ 3
100 100 125
119
Odp: Prawdopodobienstwo tego ze zakupiony wyréb jest dobry wynosi 125 zas ze wadliwy z za-
3
ktadu B wynosi 125 -

Schemat Bernoulli’ego

Wzér:

A - niezalezne zdarzenie losowe
n
k k n—k
P (A)= [kj p'q

gdzie:

n - ilos¢ prob

k - ilos¢ sukceséw

p - prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie

g - prawdopodobienstwo porazki w pojedynczej probie (q =1 - p)

Opis:

Zdarzenia losowe powtarzajg sie wielokrotnie. Wzor moze by¢ stosowany gdy zdarzenia losowe sg
niezalezne, tzn. wynik zajscia jednego zdarzenia nie zalezy od wyniku innego zdarzenia | wszystkie
zachodzg z tym samym prawdopodobienstwem czyli sg jednakowo prawdopodobne.




Przyktad:

Strzelec trafia do tarczy z prawdopodobienstwem 0,8. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze na 5
strzatow trafi doktadnie 3 razy.

n=>5
k=3
p=0,8
q=1-0,8=02
3 5 3 5-3 ol
P (A)=|_|(0,8)7(0,2) " =—————-0512-0,04=0,2048
3 31(5- 3)!

Odp: Prawdopodobienstwo tego, ze na 5 strzatéw trafi doktadnie 3 razy wynosi 0,2048.



Identyfikacja zadania

Wybor

Czy sg podane gotowe
prawdopodobienstwa lub czy
zdarzenia sg niezalezne?

Woynika to z tresci
zadania

Tak

Czy zdarzenia sg
niezalezne?

S3a to zdarzenia, ktore
nie wptywajg na siebie.

Nie
Prawdopodobienstwo
calkowite lub warunkowe

Tak
Schemat Bernoulli'ego

Przyktadowo: strzelec trafia

"Drzewa", czyli graficzne
do tarczy 3 razy na 10 préb

przedstawienie zdarzen

Permutacje

Przyktadowo: ustawianie
grupy 10 os6b w szeregu

Nie

Czy chodzi o przestawienie
elementow?

Sa to zdarzenia polegajace
tylko na zmianie kolejnosci

Tak Nie

Czy kolejno$c jest wazna?

Przykladowo: ABBA i
BABA to r6zne slowa

SCHEMAT NIE JEST ALGORYTMEM,
ALE MOZE ULATWIC INTERPRETACJE
ZADANIA.

W ZADANIU MOGA WYSTAPIC
SYTUACJE NIETYPOWE LUB METODY
MIESZANE.

Wariacje z powtdrzeniami

wysiada na 5 przystankach

Tak

Czy losowane elementy
moga sie powtarzac

Nie
Kombinacje

1359 to liczba o réznych cyfrach,
za$ w 1188 cyfry sie powtarzajg

Przyktadowo: losowanie
3 0s6bz20

Tak Nie

Wariacje bez powtdérzen

Przyktadowo: 8 os6b

Przykladowo: 8 os6b wysiada na
12 réznych przystankach




